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带缓冲区的基于时间延迟的可修设备联合优化

黄    松，吕文元

(上海理工大学 管理学院，上海 200093)

摘要: 考虑到设备停机时间较长对企业经济效益的影响，在设备间设置缓冲区；同时考虑到设备单目标维修决策模

型的不足，以及故障次数表达的精确程度对决策的影响，借用了时间延迟理论，建立了可修复设备的联合决策模

型。为了满足设备的生产要求，以及最优化缓冲区生产系统的费用水平，将分别以平均单位时间的总停机时间、平

均单位时间的总费用作为目标函数，来进行研究。通过时间延迟理论，分析了故障形成的过程，并表达出故障次数。

借用更新报酬定理，来表达两目标函数。由离散迭代算法，求解得到：最优的检查周期和额定库存分别为25 d、
1 195件时，总费用率在停机时间率为0.199时最小为22 739.95元。另外，进行了敏感性分析来验证最优解，最后由

求解结果来指导生产线维修管理。
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A Joint Optimization Decision of a Time-delayed
Remediation Device with a Buffer

HUANG Song, LYU Wenyuan
(Business School, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China)

Abstract: Taking into account the effect of the long downtime on the economic benefit of the enterprise, the buffer between
the equipment is set up. At the same time, considering the lack of equipment maintenance decision model of single target,
and the accurate degree of failure frequency expression influencing decision-making, borrowing from the theory of time
delay, a joint decision model is established, by which the equipment can be repaired. In order to meet the production
requirements of the equipment and the cost level of the optimized buffer production system, the total downtime per average
unit time and the total cost per average unit time are respectively used as the objective function for study. Through the time
delay theory, the process of fault formation is analyzed, and the fault number is expressed. Two objective functions are
expressed by updating the remuneration theorem. According to the discrete iterative algorithm, the optimal inspection period
and rated inventory are respectively 25 days and 1,195 pieces, and the total cost rate is 22,739.95 yuan when the downtime
rate is 0.199. In addition, a sensitivity analysis is carried out to verify the optimal solution, and the result is used to guide
production line maintenance management.
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在设备批量生产的过程中，一方面为了应对上

游可修复设备发生故障导致的停机，另一方面，为

了给上游可修复设备提供定期检查的时间，往往在

上游设备与下游设备之间设置缓冲区[1]。缓冲区库

存最早由Wijngaard[2]提出。Wijngaard考虑了在满足

更新系统中的可修复设备的可靠性，运用更新理论

与随机模型[3]评估了缓冲区在生产系统中的作用。

之后，Karamatsoukis和Kyriakidis[4]在此基础上，考

虑了在满足更新系统中的可修复设备的预防维修周

期的控制点，即达到预防性维护的阈值，运用马尔

可夫决策理论和动态规划[5]来求解。随着生产管理

技术和计算机技术的提高，对于缓冲区生产系统下
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的目标函数模型的建立有了更多的思路和新颖的求

解方法。例如，Chelbi和Ait-Kadi[6]考虑了单个运行

周期中可能发生的多次故障，建立了期望随机函

数；Okasha和Frangopol[7]提出了用遗传算法[7-8]来求

解复杂的多目标函数模型。

随着制造业的发展，MRO(maintenance, repair
and operation)过程对于企业的成本控制越来越重

要，所以，MRO过程的优化成为关键，集中体现在

如何优化定期检查周期，如何控制库存的阈值，如

何确定故障发生的分布[9]。特别是Christer[10]提出的

时间延迟模型克服了许多维修模型存在的因假定条

件与实际条件不符而无法应用的问题。之后，Wenbin
Wang [11]考虑了实践中设备因缺陷而延迟形成故

障，会导致产品质量的劣化过程，而提出对设备的

定期重大检查策略，目的是优化检查的检查间隔。

在Chelbi和Ait-Kadi模型的基础上，本文运用了

Christer和Wenbin Wang提出的时间延迟模型来确定

故障次数。这样将使整个模型的建立更为复杂，但

是，却大大提高了模型建立的准确性，即提高了

2个决策变量(检查周期和额定库存)的精度。在模型

建立后，通过离散迭代算法[12-13]求解，并进行案例

分析论证，特别是敏感性分析。将目标函数F1分解

成5部分，通过二维图、三维图详细描述了各类费

用随联合变量(T，K)的变化情况，得到总费用的主

要影响部分，从而作出最优二维联合策略。

1    问题描述

1.1    带缓冲区的生产系统

带缓冲区的设备生产的基本单元如图1所示，

该生产系统下，缓冲区的库存变化如图2所示。
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图 1   带缓冲区的设备生产的基本单元图

Fig.1   Basic unit diagram of device production with buffer
 

设备M1为上游设备，以生产速率p1+p2生产半

成品或零件，供应到缓冲区B；M2为下游设备，以

p2的需求率从B中获取。因此，B先以p1积累库存，

当库存数量达到K时，上游设备开始以速率p2进行

生产，以维持库存的平衡。
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图 2   缓冲区库存k随时间t的变化图

Fig.2   Buffer inventory k changes with time t
 

从B的库存量达到K起，上游设备运行一段时间

tc后会发生故障；此时，M1面临维修，同时M2开始

消耗B中库存；经历一段时间后，M1修好，又恢复

库存的平衡，但是B的库存量减小；接着，M1又会

发生故障和面临维修，同时M2消耗B中库存，等待

M1修好，与其共同维护缓冲区库存的平衡。如此反

复，直至定期检查时刻，M1停止工作，只由M2完

全消耗B中剩余库存。

每当B中库存降为零时，M1立即工作，再以生

产速率p1+p2进行下一个运行周期的投产。

1.2    时间延迟概念

时间延迟[10, 14]是指从缺陷发生到进一步恶化成

为故障所经历的的时间。在时间延迟理论下，故障

的形成如图3所示。
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图 3   缺陷延迟形成故障图

Fig.3   Defect delay forming fault diagram
 

缺陷在u时刻发生，经过一段时间d后才形成故

障。在每个运行周期内从上游设备开始运行到定期

检查期间，会有故障导致的停机。该停机时间段不

可能再有缺陷发生。因此，当应用时间延迟理论求

解每个运行周期的平均故障次数时，u的取值范围

必然在上游设备运行的任意时刻。

2    模型建立

2.1    假设和符号

假设1　上游设备经每次定期检查维护后能修

复如新，不考虑下游设备的故障带来的影响，即下
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游设备在定期检查之前一直正常运行。一旦到了定

期检查时刻，设备都停止运行，直到检查完毕且库

存降为零，再进行下一个运行周期。

假设2　定期检查发现的缺陷能立即并完全排

除。检查的时间和排除缺陷的时间相对整个运行周

期较小，所以忽略不计，而且排除缺陷不会引发任

何故障。

T ≫ K/p1

假设3　额定库存量K是有界的，一方面，

 ，即缓冲区库存量能够迅速达到额定值；

另一方面，一个运行周期内，从达到额定库存至定

期检查期间的库存期望消耗量不大于K。
假设4　缺陷有多个，每个缺陷独立同分布，

而且缺陷发生率服从齐次泊松分布，缺陷发生率记

作λ，缺陷的发生与缺陷进一步劣化成为故障是相

互独立的事件。

假设5　从缺陷发生到故障形成这一时间间隔

称为时间延迟，记为d，d是一随机变量，其概率密

度函数和分布函数分别记为f(d)和F(d)，而且F(d)服
从负指数分布。

基本符号描述如表1所示。
 

表 1    符号描述

Tab.1    Symbol description

符号 描述

T 检查周期(d)

EC(T) 一个运行周期的总费用期望值

ET(T) 一个运行周期的总停机时间期望值

E(T) 一个运行周期的平均长度

ECP 定期检查的平均费用

ECw 单个运行周期的平均运行费

C1 上游设备以速率p1+p2运行时的单位时间的运行费

C2 上游设备以速率p2运行时的单位时间的运行费

Ch 单位时间单个零件的持有成本费用

ECh 单个运行周期的平均库存费

ECf 单个运行周期的故障维修费的期望值

ECr 单个运行周期的排除缺陷费的期望值

ENf 在运行期间，故障发生次数的期望值

ENr 在定期检查时刻，发现并排除的缺陷个数的期望值

cf 每次故障维修的平均费用

cr 每个缺陷排除的平均费用

tc 上游设备的平均寿命

tf 每次故障导致的平均停机时间

τ 一个运行周期内，上游设备实际运行的时间

tg 从定期检查至库存为零所经历的的停机时间

2.2    目标函数

2.2.1    与费用相关的目标函数

设A1为第一次库存降为零的时刻，An(n≥2)为
第n次库存降为零的时刻，由于每次库存降为零

后，系统又立即重新进入下一个运行周期，所以，

{An, n=1,2,3…}构成一个更新过程[15]。

由于函数的决策变量是T和K，系统单位时间的

总费用记为F1(T，K)，由更新酬劳定理，即

F1 (T,K) = lim
t→∞

[0, t]内的总费用
t

=
EC(T )
E (T )

。 (1)

2.2.2    与停机时间相关的目标函数

同样地，由基本更新定理，得到上游设备单位

时间的平均停机时间，该函数记为F2(T，K)，即

F2 (T,K)= lim
t→∞

[0, t]内的总停机时间
t

=
ET(T )
E (T )

。 (2)

先来表达一个运行周期的总费用期望值EC(T)

EC(T ) = ECp+ECf +ECr+ECh+ECw。 (3)

其中，ECp已知，只需要表达出EC f、EC r、

ECh、ECw关于T和K的函数。

ECh =Ch

 K2

2p1
+

(K −P2t f ENf)2

2p2
+(

T − K
p1

)
(K − p2tf ENf)+

1
2

(
T − K

p1

)
p2tf ENf+

1
2

tc p2tf ENf

]
。 (4)

由图2可知，tc与T、K满足

(tc+ tf) ENf = T − K
p1
⇒ tc =

p1T − p1tf ENf −K
ENf

。 (5)

将式(5)代入式(4)中，并整理，得到

ECh =Ch

[
T K − K2

2p1
+

(K − p2tf ENf)2

2p2
+

p2tf ENf

(
K

2p1
− T

2
+

p1T − p1tf ENf −K
2ENf

)]
, (6)

ECw = c1
K
p1
+ c2

(
T − K

p1
− tf ENf

)
, (7)

ECf = cf ENf , (8)

ECr = crENr。 (9)

现在具体来看ENf、ENr的表达，从而表达出

ECf和ECr，在一个运行周期内，由时间延迟理论，

通过积分变换，有
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ENf =

τw
0

λF (τ−u)du =
τw

0

λF (u)du， (10)

F (u) = 1− e−αu, u＞0。 (11)

因为在一个运行周期内，上游设备实际运行的

时间

τ = T − tf ENf。 (12)

将式(11)、(12)代入式(10)中，得到ENf和T的关

系式如下

λtfe−α(T−tf ENf )+α (1+λtf) (T − tf ENf)−λtf −αT = 0。 (13)

可看出ENf和T具有一一映射关系，但是，ENf难

以直接用T表示出来，因此，再将式(12)代入式

(13)中，分别得到T和ENf关于τ的表达式。

T =
λtf
α

(
e−ατ−1

)
+ (1+λtf)τ, 记为 T = g (τ) ; (14)

ENf =
λ

α

(
e−ατ−1

)
+λτ, 记为 ENf = h (τ) ; (15)

ENr =

τw
0

λ [1−F (τ−u)]du =
λ

α

(
1− e−ατ

)
。 (16)

接下来，将式(14)中的T和式(15)中的ENf代入式

(6)~(8)中，将式(16)中的ENr代入式(9)中，最后代入

式(3)，得到

EC(T ) = ECp+Ch

[
g (τ) K − K2

2p1
+

(K − p2tfh (τ))2

2p2
+

p2tfh (τ)
(

K
2p1
− g (τ)

2
+

p1g (τ)− p1tfh (τ)−K
2h (τ)

)]
+ c1

K
p1
+

c2

[
g (τ)− K

p1
− tfh (τ)

]
+ cfh (τ)+ cr

λ

α

(
1− e−ατ

)
。

(17)

再来计算一个运行周期的平均总停机时间

ET(T)，其中，

tg =
K − p2tf ENf

p2
=

K − p2tfh (τ)
p2

, (18)

ET(T ) = ENf tf + tg。 (19)

将式(15)、(18)代入式(19)中，得到

ET(T ) =
K
p2
。 (20)

另外，

E (T ) = T + tg = T +
K − p2tf ENf

p2
=

g (τ)+
K − p2tfh (τ)

p2
= τ+

K
p2
。 (21)

最后将式(17)、(21)代入式(1)就可以得到第1个
目标函数的最后结果，将式(20)、(21)代入式(2)可
以得到第2个目标函数的最后结果。

2.3    约束条件

2.3.1    非线性不等式约束

为了和假设4保持一致，一方面为了保证p1足够

大，即达到K的过程时间非常短，即认为不会发生

故障，同时为了简化积分运算，从而对服从时间延

迟分布的故障次数的计算的积分下限可处理成0。
另一方面，额定库存量K不能太小，即不小于一个

运行周期内故障维修时缓冲区库存的期望消耗量，

保证不会产生缺货。即

p2tf ENf≤K ≪ p1T ⇔ p2tfh (τ)≤K ≪ p1g (τ)。

2.3.2    线性不等式约束

决策变量和大于一个周期的故障次数EN f、

ENr非负，即

K＞0,T＞0,ENf＞0, ENr＞0⇔ K＞0, τ＞0。

在这里，证明一下第2个约束条件的等价转换

为什么成立。证明如下。

式(14)、式(15)和式(16)分别对τ求导得到

dT
dτ
= g′ (τ) = λtf

(
1− e−ατ

)
;

dENf

dτ
= h′ (τ) = λ

(
1− e−ατ

)
;

dENr

dτ
= ENr

′ (τ) = λe−ατ。

(1− e−ατ)＞0 g′ (τ) h′ (τ) ENr
′ (τ)

⇔

当 τ＞ 0 时，由于 λ、 t f 和 α均为正参数，

， 、 和 亦正，因此，T、
ENf和ENr都是关于τ的单调增函数，而且当τ趋近于

零时，三者都趋近于零。即 T＞ 0，E N f ＞ 0，
ENr＞0 τ＞0。综上，证毕。

3    模型求解

该模型为2个目标函数的联合优化问题，属于

非线性规划。另外，模型存在2个决策变量T和K，
(将T转换为τ处理)同时在满足两个约束条件的情况

下，要从理论上得到最优解的表达式相当困难，所

以本文将借助离散迭代算法的思想，该算法的核心
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是降维，具体如下。

先赋予其中一自变量的初始值，转换为因变量

与另一自变量的函数关系，确定当函数值最优时另

一变量的值；然后，以定步长连续迭代其初始值，

每迭代一次，确定另一自变量最优解，直至在可行

域全部迭代完毕，将所有组最优联合二元变量再次

代入目标函数，进行比较，找到最终的最优解。

求解前，根据实际情况和经验确定缓冲区额定

库存K和检测周期T的范围，以及确定生产过程中总

停机时间的上限，即最大平均时间的累计停机时间

MADT，步长ΔK和ΔT也根据实际情况确定。

在算法的基础上，最后通过Matlab编程，求出

当不超过MADT时，最小费用对应的T和K。程序框

图如图4所示。具体算法步骤如下。

步骤1　赋值T=Tmin，τ=g−1(Tmin)
1) Kmin=p2tfh(τ)，Kmax=p1T，令K=Kmin。

2) 求解F2(T，K)。
3) 判断F2(T，K)＞MADT如果成立，则赋值

K=K+ΔK，并转2)，否则转4)。
4) 求解F1(T，K)，并记录F1(T，K)，F2(T，

K)，T，K。
5) 判断K＜Kmax，如果成立，赋值K=K+ΔK，

否则转6)。
6)  将所有记录的F 1 (T，K )进行排序，取最

小值。

7) 赋值F1(T，K*)=minF1(T，K)，K*=K。
8) 令T=T+ΔT。
9) 判断T≤Tmax，如果成立，转1)，否则，程序

结束。

步骤2　通过步骤1能够排序得到在满足F2(T，
K)≤MADT的情况下，不同检查周期下的最佳额定

库存K*和对应的单位时间的最低总费用值F1(T，

K*)。最后再经过排序就能得到所有检查周期下的最

低总费用值和对应的最优联合策略(T，K)。
 

T=Tmin

赋值 Kmin=P2tf h(τ), Kmax=P1T

求解 F2(T, K)

排序记录的 F1(T, K), 得到 minF1(T, K)

求解 F1(T, K), 并记录

F2(T, K)≤
MADT

Y

K=K+ΔK
N

K＜Kmax

N

令 T=T+ΔT

T＜Tmax

N

结束

开始

Y

Y

赋值 F1(T, K*)=minF1(T, K), K*=K

 
图 4   算法流程

Fig.4   Algorithm flow chart
 

4    案例分析

λ

有一带缓冲区的生产系统，上游设备的缺陷发

生服从齐次泊松分布，参数 =4，即每隔0.25 d就有

一次缺陷发生，统计分析得到故障的平均维修时间

为2.232 h，时间延迟分布服从负指数分布，参数

α=1，也即时间延迟分布函数为F(h)=1–e–αd，其他

参数设置如表2所示，变量T、K和MADT的取值范

围及步长设置见表3。
 

表 2    参数设置

Tab.2    Parameter setting table

参数 ECP/元 P1/(个·d−1) P2/(个·d−1) C1/(元·d−1) C2/(元·d−1) Cf/(元/次) Cr/(元/个) tf/h Ch/(元/(d·个))

数值 2 000 800 200 120 80 300 30 2.232 1
 
 

表 3    各变量的取值范围及迭代步长

Tab.3    Value range and iteration step size of each variable

变量 Tmin Tmax Kmin Kmax ΔK ΔT MADT

取值 1 31 P2tfh(τ) P1T 1 2 0.2
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将表2数据代入最后的优化模型
F1 (T,K) =

EC(T )
E (T )

,

max F2 (T,K) =
ET(T )
E (T )

=MADT。
(22)

再根据算法的步骤1和步骤2，结合表3数据，

计算结果如表4所示。T、ENf随τ的变化如图5、图

6所示，F1、F2随T和K的变化如图7、图8所示。将

单位时间的总费用分解成5部分单位时间的费用，

各部分费用随T和K的变化如图9~13所示。
 

表 4    不同检查周期T下的最佳K*、最优F1(T，K*)和对应的F2(T，K*)和ENf、ENr值

Tab.4    Best K*, the optimal F1(T, K*) and the corresponding F2(T，K*) and ENf、ENr under different inspection periods T

F1(T，K*) F2(T，K*) T τ K* ENf ENr

102 793.61 0.197 1 0.392 9 46.10 0.272 0 1.299 6

82 541.36 0.194 3 0.795 6 136.90 0.987 6 2.194 8

80 545.73 0.185 5 1.105 1 215.47 1.745 1 2.675 3

52 237.40 0.197 7 1.377 6 326.62 2.519 1 2.991 3

62 563.83 0.173 9 1.629 5 361.02 3.302 1 3.215 9

46 359.75 0.194 11 1.868 5 510.23 4.091 4 3.382 6

53 989.38 0.178 13 2.098 4 544.81 4.884 2 3.509 4

63 685.17 0.185 15 2.322 0 659.99 5.680 3 3.607 7

33 185.31 0.186 17 2.540 7 737.79 6.478 0 3.684 8

36 090.24 0.196 19 2.755 9 899.12 7.277 8 3.745 8

29 766.09 0.168 21 2.968 3 816.72 8.078 8 3.794 4

24 367.64 0.177 23 3.178 5 950.63 8.880 6 3.833 4

22 739.95 0.199 25 3.387 0 1 195.02 9.683 2 3.864 8

25 906.22 0.194 27 3.594 2 1 242.22 10.486 7 3.890 1

31 919.93 0.186 29 3.800 2 1 228.23 11.290 3 3.910 5

58 735.17 0.191 31 4.005 4 1 335.56 12.094 5 3.927 1
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图 5   T随τ的变化

Fig.5   The variation of T with τ
 

1) 敏感性分析。

从图7和图8可看到，当K*值固定，随着T的增大，

F1的总体变化趋势是减小，但是F2在不断增加；当

T值固定，随着K*的增大，F1在起伏变化，达到多

个极小值，而且最小值线对应的K*值在1 200附近，

F2也在起伏不定；因此，为了达到F1和F2的平衡，

T不能无限增加，而且最优库存K*应该接近1 200。

E (T ) = τ+
K
p2

从图5和图6可看出T和ENf都随τ的增大而增大，

因此得到T关于ENf也是单调递增函数，当T较小

时，ENf也较小，从表4的求解结果看出，当T和
K*较小时，F1较大，结合图9~13，看到F1的主要来

源是单位时间的定期检查费和库存费。原因是

ECP不随T的变化而改变，当T和K*偏小，ECP偏

大；ECh/E(T)起初很大，是因为分母 起

初太小；当T和K*逐渐增加，ECp/E(T)和ECh/E(T)会
骤然下降，而且减小得非常快。当T和K*继续增

大，ECp/E(T)仍然减小，但是减小得非常慢，几乎

趋于平稳；而ECh/E(T)在起伏不定地变化，但是总

体变化幅度不大；但是，ECf/E(T)呈总体上升趋势，

尽管值较小，当T足够大时，单位周期的故障次数

非常大，从而ECf/E(T)会很大。另外，结合图8，
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T和K*增大到一定程度，F2的值也会超过额定标

准。整个变化过程，ECw/E(T)和ECr/E(T)的数值远

小于其他三者，可不作为影响F1的主要部分考虑。

总之，影响F1的主要部分是ECh和ECp，而且当T足
够大时，ECf也参与影响。F1随(T，K*)的总体变化

趋势是先减小后增大。
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图 6   ENf随τ的变化

Fig.6   The variation of ENf with τ
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图 7   F1随T和K的变化

Fig.7   The variation of F1 with T and K
 

当T增加到25，τ增加到3.387，ENf增加到9.683 2，
而且对应的最佳库存K*为1 195.02时，F1取到极小

值，即F1(25，1 195.02)=22 739.95，而且，F2(25，
1 195.02)=0.199<0.2。这也符合生产系统的停机时

间要求。对应地，K/p1=1.49 d，即需要1.49 d达到额

定库存量。另外，将T、K*、ENf、p2和tf的值代入式

(21)得到运行周期的平均长度E(T)=30.05 d。在整个

运行周期中，平均故障次数大约发生10次，故障导

致的停机时间为22.32 h，库存降为零需要的停机时

间为E(T)–T=5.05 d。

2) 管理意义。

相应的企业可做出如下决策：每月初投产1 195

件产品或零件，花费1.5 d时间只启动上游设备。然

后，启动下游设备，大约在第25 d末同时关闭上、

下游设备并检查和维护，然后一直等到库存降为
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图 8   F2随T和K的变化

Fig.8   The variation of F2 with T and K
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图 9   单位时间的检查费随T和K的变化

Fig.9   The inspection cost per unit time varies with T and K
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图 10   单位时间的库存费随T和K的变化

Fig.10   The inventory cost per unit time varies with T and K
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零，即大约在下月初再进行同一规模、同一方式的

投产。

3) 创新点和不足。

由于故障次数对于MRO的优化相当关键，而故

障次数的确定较理想而可行的方法是借助时间延迟

模型，因此将时间延迟理论融入带有缓冲区的可修

复设备的生产系统中，建立的多目标优化模型是有

效而精确的。而且，通过案例分析，验证了该模型

的可行性。

本文的模型适用的其中一个条件是上游设备经

每次定期检查维护后能修复如新，而且不考虑下游

设备的故障带来的影响，然而，实际生产中，很难

保证修复如新。另外，模型忽略了检查和排除缺陷

的时间，如果该时间相对于运行周期来说是较长

的，甚至在库存降为零之前尚未修好，就会产生缺

货现象，需要重新建立模型。这是进一步研究的

内容。

总之，本文的研究对某些企业的成本控制、停

机时间控制、缓冲区库存控制和检查周期的确定具

有一定的指导意义。
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图 11   单位时间的运行费随T和K的变化

Fig.11   The operating cost per unit time varies with T and K
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图 12   单位时间的故障维修费随T和K的变化

Fig.12   The maintenance cost per unit time varies with T and K
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图 13   单位时间的缺陷排除费随T和K的变化

Fig.13   The defect elimination cost per unit time varies with T and K
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