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监控不合格品率的MEWMA-p 控制图设计

朱永忠，丁    辉
(河海大学 理学院，江苏 南京 211100)

摘要: 传统Shewhart-p控制图只对单一属性的不合格品率进行监控，在过程发生偏移时有一定的滞后性。为提高不

合格品率控制图的精度，提出一种多元指数加权移动平均不合格品率 (multivariate exponentially weighted moving
average p, MEWMA-p)控制图。该控制图将多个属性的不合格品率应用于多元指数加权移动平均控制图，可同时对

多个属性进行监控，并且对于小范围的偏移更加敏感。对比分析同等偏移程度下指数加权移动平均不合格品率

(exponentially weighted moving average p, EWMA-p) 控制图与MEWMA-p控制图的平均运行长度 (average run length,
ARL) 结果，并通过模拟仿真说明该方法的有效性。
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MEWMA-p Chart to Monitor Percent Defective

ZHU Yongzhong, DING Hui
(College of Science, Hohai University, Nanjing 211100, China)

Abstract: The traditional Shewhart-p control chart only monitors the percent defective of a single property and has a certain
lag in the process offset. A multivariate exponentially weighted moving average p (MEWMA-p) control chart is proposed to
improve  the  accuracy  of  the  percent  defective  control  chart.  The  control  chart  applies  the  percent  defective  of  multiple
properties to the multivariate exponentially weighted moving average (MEWMA) control chart, which can monitor multiple
properties  at  the  same  time  and  is  more  sensitive  to  small  ranges  of  shift.  The  average  run  length  (ARL)  table  of
exponentially weighted moving average p (EWMA-p) control chart and MEWMA-p control chart is studied and compared
at the same offset degree, and the validity of this method is verified by simulation.
Key words: Shewhart-p control chart;  multivariate exponentially weighted moving average control chart;  average run length

 
 

统计过程控制的作用是监控过程和检测变化，

通过快速确定过程偏移并进行调整，以保持生产过

程在控制中保证高水平的生产质量。

X
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i Σ
−1 Xi＞h

第一个控制图是1924年由Shewhart提出的一个

缺陷百分比图。不久之后，他便给出了著名的 控

制图。20世纪40年代，Hotelling建立多元控制图，

在 时失控，其中h＞0是所设定的控

制限[1]。20世纪50年代，Roberts[2]提出著名的指数加

权移动平均 (exponentially weighted moving average,
EWMA)控制图，通过调整平滑系数使控制图对小

偏移敏感。1972年，Brook等[3]提出累积和控制图，

后来Crosier[4]在其基础上发展了多元累计和(multiva-
riate cumulative sum, MCUSUM) 控制图 。1992年，

Lowry等 [5]结合多元控制图与EWMA控制图开发了

多元指数加权移动平均  (multivariate  exponentially
weighted moving average, MEWMA)控制图。现有大

多数多元控制图都是由Shewhart控制图、MCUSUM
控制图和MEWMA控制图扩展而成。

大多数控制图通过样本均值和样本标准差直接

监测过程均值µ和方差Σ的偏移。Krumbholz等[6]构造

了一个新的Shewhart-p控制图，这种方法并不是监

测µ和Σ本身，而是监测µ和Σ的一个函数关系，即不
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合格品率p。不合格品率控制图是计数值控制图，

虽然有关计数值控制图的研究较少，但其有特定的

使用场合，例如当控制对象为产品不合格率、交货

延迟率、缺勤率时，适合用p控制图。Krumbholz等[6]

指出，对于给定的规格界限，为不合格品率p设置

目标值p0相较于为µ和Σ设置目标值µ0和Σ0更合理。

Wu等 [7]也考虑了与监测µ和Σ的函数关系类似的方

法，基于加权损失函数建立一种累计和 (cumulative
sum, CUSUM) 控制图。Wu等 [8]指出，在特定条件

下，只要不合格品率p在给定范围内，µ和Σ的偏移

就不会太大。将p图与EWMA控制图结合起来对于

监视小的偏移非常有用，因此Gan[9]创建指数加权

移动平均不合格品数 (exponentially weighted moving
average np, EWMA-np) 控制图，并利用马尔可夫链

计算出其失控情况下的平均运行长度 (average run
length, ARL)。Knoth等 [10]创建EWMA-p控制图，并

且证明它相较于传统的Shewart-p控制图灵敏很多。

Cozzucoli[11]将p控制图与多元控制图联系起来，设计

一种多元p控制图，将不合格品率p分为多个区间并

且给每个小区间增加对应的权重。该控制图虽然可

以对不合格品率进行很好的控制，但并没有对不同

属性间的相关性加以分析。过程能力指数过高或者

过低都会对生产效益产生负面影响，王斌会等[12]从

不合格品率入手分别建立过程受控和过程失控时的

过程能力指数模型。赵凯等[13]用主成分分析法将多

元过程降维，利用各分量的概率密度函数，对不合

格品率进行推导，以提高过程能力。较低的不合格

品率是好的过程能力的必要条件，二者紧密关联却

又有本质上的区别，陶靖轩[14]证明对不合格品率进

行限制只是保证过程能力的一个较低要求。

本文在Knoth和Steinmetz的基础上设计一种多

元不合格品率控制图，并且应用于MEWMA，通过

对比ARL以及模拟仿真说明其优越性。

 1    相关理论简介

 1.1    Shewhart-p 控制图

假设X1, X2, X3, ···, Xn是一组来自正态分布N(µ,
σ2) 且相互独立的样本，记变量X 的规格上限为

USL，规格下限为LSL，不合格品率p定义为

p = h(µ) =Φ
(

LSL−µ
σ

)
+Φ

(
µ−USL
σ

)
。 (1)

其中，Φ为标准正态分布的分布函数。

Xt =

1
n

n∑
i=1

Xti

假设 {Xt1, Xt2,  ···, Xtn}为 t时刻的抽样，记

为样本均值，则t时刻的不合格品率p的极大

似然估计为

p̂t = h(Xt) =Φ
LSL−Xt

σ

+ΦXt −USL
σ

。 (2)

这就是Shewhart-p控制图的统计量。Shewhart-
p控制图是一个单侧控制图，上控制限为

cp = h
[
µ∗+ cx

(
σ
√

n

)]
。 (3)

µ∗ =
LSL+USL

2

cx =Φ
−1

(
1− 1

2A

)其中， ；cx是根据受控时的ARL

设定的一个常数，若ARL0 = A，则  。

 1.2    MEWMA控制图

在多元情况下，设t时刻采样数据为Xt=(x1t, x2t,
···, xqt)T，Xt服从q元正态分布，均值向量为µ0，协方

差矩阵为Σ0。记MEWMA控制图的统计量为Z，其

表达式为Z0 = 0;

Z t = rXt + (1− r)Zt−1。
(4)

其中，r为MEWMA控制图的平滑系数。当过

程发生偏移时，其偏移系数为

δ = (µ−µ0)TΣ−1
0 (µ−µ0)。 (5)

式中，µ为偏移后的均值向量。已证明MEWMA
控制图的ARL只与过程偏移系数有关，而与过程偏

移后的均值向量无关[15]。

MEWMA控制图的统计量为

Qt = ZT
t Σ
−1
Z Z t。 (6)

ΣZ =
r

2− r
Σ0其中， ；当Qt ＞h时，表示发出失

控警报；h为给定初始ARL时的控制限，通常取此

时的平均运行链长ARL0 = 370.4。

 2    MEWMA-p控制图设计

t

Xit = (xi1 t, xi2 t, · · · , xiq t)T

设 时刻采样数据为Xt =  (X1t, X2t,  ···, Xnt)T，其

中， 服从q元正态分布。单个属

性的不合格品率及极大似然估计如式 (1) 和式 (2) 中
定义。记t时刻的不合格品率为pt = ( p1t, p2t, ···, pqt)T，
µp和Σp分别表示其均值向量和协方差矩阵。参照

Hotelling T 2控制图，多元不合格品率控制图的统计

量T 2可表示为
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T 2 = (pt −µp)TΣp
−1( pt −µp)。 (7)

若取虚报的概率为α，则此时多元不合格品率

控制图的控制上限和控制下限可分别表示为UCL =
(n−1)2

n
Beα

(
q
2
,
n−q−1

2

)
；

LCL = 0。
(8)

上述多元不合格品率控制图是将多项属性的监

控综合起来的一种方法，考虑到属性间的相关性，但

是并没有应用到历史数据，对小偏移不敏感。为解

决上述问题，可将多元不合格品率控制图与MEWMA
控制图结合构建新的MEWMA-p控制图。

在t时刻抽取n个样本，考察样本的q个属性，可

得到pt = ( p1t, p2t, ···, pqt)T，令Z t = Rpt + (I−R)Z t−1；

Z0 = 0。
(9)

其中，I为q阶单位矩阵；R为对角元素为r1, r2, ···,
rq的对角矩阵。r1, r2, ···, rq在实际应用中可根据不同

属性的权重来决定，在没有特别需要的前提下，令

r1 = r2 = ··· = rq = r，可简化为Z t = rpt + (1− r)Z t−1；

Z0 = 0。
(10)

若pt的协方差矩阵为Σp，则Zt的协方差矩阵可近

似取

ΣZ =
r

2− r
Σp。 (11)

MEWMA-p控制图的统计量为

Qt = ZT
t Σ
−1
Z Z t。 (12)

当Qt ＞h时，表示过程出现异常。h为给定初始

ARL时的控制限，通常取此时的平均运行链长ARL0=
370.4。

 3    MEWMA-p控制图性能比较

ARL是评价控制图性能的一个重要指标，计算

ARL是控制图参数优化设计、性能评价及应用的重

要步骤。Brook等[3]在1972年提出应用马尔可夫链来

计算控制图ARL的思想，Runger等[16]将其扩展到多

元控制图的ARL计算中。Crowder[17]最早提出通过解

积分方程的方法来求取EWMA控制图的ARL。
通过比较EWMA-p控制图与MEWMA-p控制图在

发生同等程度偏移的情况下的ARL来说明MEWMA-

p控制图更为灵敏。计算EWMA与MEWMA的控制

限，使得两种控制图在未发生偏移时的ARL均为

370.4。Knoth[18]的R语言函数mewma.crit可用来计算

给定ARL0时的MEWMA控制图的控制限。结果如

表1所示。
  

表 1    ARL0=370.4时3种控制图的控制限

Table 1    The control limit of the three control
charts when ARL0=370.4

平滑系数λ EWMA 二元MEWMA 三元MEWMA
0.2 2.764 11.012 13.331

0.4 2.838 11.601 13.933

0.6 2.849 11.769 14.099

0.8 2.834 11.819 14.147
 
 

δ = (µ − µ0)
TΣ−1

0 (µ − µ0)

µ0 = (X0
1 ,X

0
2 , · · · ,X0

q)T
Σ−1

0 =
A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

...
Aq1 Aq2 · · · Aqq



假设样本的q个属性具有相同的初始均值µ0，

且发生了相同程度的偏移。根据MEWMA控制图

的ARL只与偏移系数   有关，

记 µ  =  (X1,  X2,  ···,  Xq)T， ，

，则偏移系数为

δ = (µ−µ0)
TΣ−1

0 (µ−µ0) =
∑

i, j

Ai j(X1−X0
1)2
。 (13)

K =
∑

i, j

Ai j记  ，可以得到MEWMA-p和EWMA-p

发生偏移的对应关系，即

δ = K(X1−X0
1)2
。 (14)

在发生相同程度偏移时，均值偏移和偏移系数

所对应的关系如表2所示。再采用蒙特卡洛模拟来

计算对应EWMA和MEWMA的ARL。表3中给出不

同程度的均值偏移EWMA控制图的ARL，表4 ~ 6
中给出K分别为30、60、90时对应的二元MEWMA
控制图的ARL，表7 ~ 9中给出K分别为30、60、90
时对应的三元MEWMA控制图的ARL。
  

表 2    不同均值偏移所对应的偏移系数

Table 2    The noncentrality parameter corresponding
to the mean shift

µ K = 30 K = 60 K = 90

0.05 0.075 0.150 0.225

0.10 0.300 0.600 0.900

0.15 0.675 1.350 2.025

0.20 1.200 2.400 3.600

0.25 1.875 3.750 5.625

0.30 2.700 5.400 8.100
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表 3    对于不同程度均值偏移EWMA的ARL

Table 3    ARL of EWMA with varying degrees of mean shift

µ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.986 370.433 370.139 369.968

0.05 269.874 289.487 302.201 311.411

0.10 199.026 227.647 247.604 262.771

0.15 148.915 180.199 203.622 222.290

0.20 113.117 143.628 168.099 188.534

0.25 87.273 115.306 139.332 160.328

0.30 68.408 93.263 115.971 136.712

  
表 4    对于不同偏移系数K = 30时二元MEWMA的ARL

Table 4    ARL of binary MEWMA with different noncentrality
parameters when K=30

δ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.480 370.442 370.403 370.420

0.075 334.585 349.707 357.100 361.472

0.300 121.635 180.026 225.166 261.049

0.675 26.053 43.983 69.448 101.548

1.200 8.667 11.037 16.609 26.673

1.875 4.464 4.383 5.187 7.204

2.700 2.883 2.508 2.462 2.710

  
表 5    对于不同偏移系数K = 60时二元MEWMA的ARL

Table 5    ARL of binary MEWMA with different noncentrality
parameters when K = 60

δ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.480 370.442 370.403 370.420

0.150 254.343 298.111 321.706 336.723

0.600 33.311 57.142 88.037 124.217

1.350 7.158 8.442 12.056 19.076

2.400 3.292 2.949 3.053 3.624

3.750 2.102 1.701 1.494 1.429

5.400 1.516 1.106 1.039 1.023

  
表 6    对于不同偏移系数K = 90时二元MEWMA的ARL

Table 6    ARL of binary MEWMA with different noncentrality
parameters when K = 90

δ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.480 370.442 370.403 370.420

0.225 177.767 236.470 274.406 301.275

0.900 14.576 22.118 35.557 55.864

2.025 4.043 3.840 4.347 5.764

3.600 2.172 1.782 1.580 1.524

5.625 1.427 1.071 1.023 1.013

8.100 1.004 1.000 1.000 1.000
 

表 7    对于不同偏移系数K = 30时三元MEWMA的ARL

Table 7    ARL of ternary MEWMA with different noncentrality
parameters when K = 30

δ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.446 370.319 370.368 370.441

0.075 341.070 354.362 360.266 363.701

0.300 142.218 205.250 249.436 282.088

0.675 30.827 54.700 86.880 124.847

1.200 9.716 13.134 20.921 34.681

1.875 4.877 4.907 6.100 9.014

2.700 3.115 2.722 2.737 3.147

 
 

表 8    对于不同偏移系数K = 60时三元MEWMA的ARL

Table 8    ARL of ternary MEWMA with different noncentrality
parameters when K=60

δ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.446 370.319 370.368 370.441

0.150 273.059 312.682 332.478 344.609

0.600 39.744 70.794 108.597 149.749

1.350 7.955 9.876 14.981 24.752

2.400 3.568 3.226 3.447 4.314

3.750 2.228 1.838 1.619 1.557

5.400 1.696 1.175 1.065 1.038

 
 

表 9    对于不同偏移系数K = 90时三元MEWMA的ARL

Table 9    ARL of ternary MEWMA with different noncentrality
parameters when K = 90

δ λ = 0.2 λ = 0.4 λ = 0.6 λ = 0.8

0 370.446 370.319 370.368 370.441

0.225 200.677 258.876 293.202 316.135

0.900 16.780 27.228 45.303 71.427

2.025 4.405 4.264 5.043 7.110

3.600 2.311 1.922 1.717 1.674

5.625 1.614 1.124 1.041 1.023

8.100 1.015 1.000 1.000 1.000
 
 

Σ0 =

(
D11 D12

D21 D22

)
由结果可见，K值越大，MEWMA控制图表现

越好。以二元MEWMA-p控制图为例来说明其实际

意义。令所研究的两个属性的不合格品率协方差矩

阵为 ，假设D11=D22，根据不同的

D11和D12的值可以计算出不同的K值，如表10 ~ 12
所示。

由结果可见，当D12为正时，D11越小，K值越大；

固定D11不变，D12越小，K值越大。 当D12为负时，D11
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越小，K值越大；固定D11不变，D12越小，K值越

大。结合到实际情况，当两个属性的不合格品率为

正相关或负相关时，其不合格品率的自协方差与互

协方差越小，MEWMA-p控制图相对于EWMA-p控
制图越灵敏。
 
 

表 10    D12固定，D11取值变化时的K值

Table 10    The K value when D12 is fixed, D11 is changed

D12 D11 = 0.1 D11 = 0.2 D11 = 0.3 D11 = 0.4 D11 = 0.5

0.05 13.33 8.00 5.71 4.44 3.64

−0.05 40.00 13.33 8.00 5.71 4.44

 
 

表 11    D11固定，D12取值变化且D12＞0时的K值

Table 11    The K value when D11 is fixed, D12 is changed and D12＞0

D11 D12 = 0.1 D12 = 0.01 D12 = 0.001

0.5 3.33 3.92 3.99

 
 

表 12    D11固定，D12取值变化且D12＜0时的K值

Table 12    The K value when D11 is fixed, D12 is changed and D12＜0

D11 D12 = −0.1 D12 = −0.01 D12 = −0.001

0.5 5.00 4.08 4.01
 
 

已有的各种不合格品率控制图都只对单一属性

进行监测，并以此结果来判断过程是否发生偏移。

但在实际应用中，以一个属性的偏移结果来评判整

个过程的稳定水平，会产生一定的滞后性，不能及

时发出失控警报。MEWMA-p控制图相较于EWMA-
p控制图，利用了更多的信息量，可以对多个属性

进行综合控制，当过程发生偏移，能更快地发出失

控警报。

 4    模拟仿真

 4.1    控制限的计算

EWMA-p控制图的控制限采用Knoth等 [10]通

过随机模拟所得到的ARL0 = 370.4时的控制限h1 =
0.015 118。MEWMA-p控制图的控制限同样采用随

机模拟的方法计算。

1) 令h = 0.01；

Σ =

(
1 0.1
0.1 1

)2) 生成50 000个服从正态分布的数据，均值为

µ=(0, 0)T，方差为 ；

3) 依MEWMA-p控制图的计算步骤得到统计量

Q1, Q2, Q3, ···，若Qt＞h，记下t，否则，令t = t+1，
继续比较Qt与h直至Qt＞h；

4) 将步骤2和步骤3重复10 000次之后，计算t的
平均值，即ARL0的近似值；

5) 若ARL0＜370，则令h = h+0.01，再返回步骤

2，直至370＜ARL0＜371。
这样就可得到ARL0  =  370.4时二元MEWMA-

p控制图的控制限的近似值h2 = 80.44，通过类似的

步骤计算得到三元MEWMA-p控制图的控制限的近

似值h3 = 105.10。
 4.2    控制图比较

设置使3个控制图ARL0相同的控制限，通过比

较过程失控时EWMA-p控制图、二元MEWMA-p控
制图和三元MEWMA-p控制图发出失控警报的速度

证明本文方法的有效性。实验假定所监测的3个属

性规格上限均为USL = 3，规格下限均为LSL = −3。

Σ0 =

 1 0.1 0.1
0.1 1 0.1
0.1 0.1 1



Σ1 =

 1 0.1 0.1
0.1 1 0.1
0.1 0.1 1



首先，制作三元MEWMA-p控制图。随机生成

5 000个三元正态分布数据Xi=(xi1, xi2, xi3)T，均值向量

µ0=(0, 0, 0)T，协方差矩阵 ，将

5 000个数据分为1 000个子组，每组5个数据，得到

稳定时不合格品率的均值µp和协方差矩阵Σp。接下

来，模拟偏移后的情况，随机生成500个三元正态

分布数据Xj=(xj1, xj2, xj3)T，均值向量µ1=(0.2, 0.2, 0.2)T，

协方差矩阵 ，得到过程发生偏

移后的不合格品率p，用平滑系数为0.2的MEWMA-
p控制图生成结果如图1所示。
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图 1   三元MEWMA-p控制图

Figure 1   Ternary MEWMA-p control chart
 

为统一制作3种控制图时所使用的数据，这里

取Xi的前两个元素组成Xi' = (xi1, xi2)T，取Xj的前两个

元 素 组 成 Xj'  =  (xj1,  xj2)T， 用 平 滑 系 数 为 0.2的
MEWMA-p控制图生成的结果如图2所示。类似

的，取xi1计算得到稳定时的不合格品率p0 ，再取

xj1计算得到过程发生偏移后的不合格品率p，取平滑
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系数r = 0.2，根据式 (15) 计算EWMA-p的统计量，

生成的控制图如图3所示。
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图 2   二元MEWMA-p控制图

Figure 2   Binary MEWMA-p control chart
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图 3   EWMA-p控制图

Figure 3   EWMA-p control chart
  Z t = rpt + (1− r)Z t−1；

Z0 = p0。
(15)

图1 ~ 3均使用ARL0 = 370.4的控制限。由于所

采用的数据一致，3种控制图的大致趋势相同。三

元MEWMA-p控制图和二元MEWMA-p控制图都在

第35个样本批次发出失控警报，而EWMA-p控制图

在100个样本批次内并未发出警报，明显MEWMA-p
控制图相较于EWMA-p控制图在监测中更加灵敏。

 5    结论

本文在EWMA-p控制图的基础上提出应用于多

元不合格品率的MEWMA-p控制图，从ARL对比、

理论说明和模拟仿真3个角度证明MEWMA-p控制

图可以更快检测到过程的偏移。MEWMA-p控制图

考虑到多个属性的相关性，使得监测偏移的能力加

强。实际生产中不合格品率控制图有特定的应用场

合，在这些场合使用MEWMA-p控制图相较于使用

监视均值µ和标准差Σ的控制图更为方便。此外，计

数值控制图有广泛的应用前景，本文为计数值控制

图升级到多元提供了参考。
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